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Résumé :
1. Inégalité de CRAMER-RAO

1.1 Formule de dérivation des moyennes OF {ZT }: E {QL z" }

1.2 Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle C,, — C,,C5, C,, >0

1.3 Démonstration de I'inégalité de CRAMER-RAO ¥ — (7 +8b" | F~'(r+ab")>0
2. Matrice de FISHER dans le cas Gaussien

2.1 Formule générale F,, =~Tr{d,I'0,T |+ 2Reld, ' T8, )

2.2 Passif une source F =-— (K ) (8 D)
1+ Ks

3. Efficacité du traitement Classique
3.1 Maximum de vraisemblance C (0 )= d (6)' T d (0)
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1
N (ks)
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3.2 Covariance d’estimation du traitement classique V' = ( 82D)0 =F"

3.3 Mod¢le « retard pur » (62D)0 (Zﬂf) T"PT
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3.5 Répartition optimale des capteurs d’une antenne linéaire

4. Approximation parabolique du lobe principal et largeur a 3 dB en cos@ et R~
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1 Inégalité de CRAMER-RAO

La démonstration de cette inégalité est fondée sur deux résultats préalables : La formule de
derivation des moyennes et l’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle.

1.1 Dérivation des moyennes

La dérivée de la moyenne d’une fonction n’est pas égale a la moyenne de la dérivée.

Soit f (X ,Q) une fonction de I’observation X et du parameétre € vectoriel.

Par définition la moyenne de cette fonction est définie par :

Elf(x.0)= [ £(x.0)p(x 10)ix

p(X / Q) désignant la densité de probabilité de 1’observation.

o)

Dérivant par rapport a (Q)k ,ce qu’onnote 0, (0) =———, on obtient (Q ne dépend pas de )

o(0),

O.E\f|=[0,f p-dX+[f-0,Lp-dX

avec L= Ln(p(X /8)) la vraisemblance logarithmique.

Ce qu’on peut écrire aussi :

0,E\f|=EV, f{+EQP,L-f]

ou encore, matriciellement :
oE\ "= Eor jrERL- )
De cette relation générale on tire trois conséquences :
a)Si f=1 E{oL}=0
b)Si f=0L EfoL-oL" |=—E{p’L|=F , la matrice de FISHER, par définition.

¢)Si f=Z (X )est un estimateur quelconque (fonction de X uniquement), on trouve :
AN
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C’est le principal résultat utile pour la suite.
Sionnote Z = é(X ) un estimateur de €, on aura

E{QL : (Q(X) ~EP(x)f )} - QE{QT (X)}: (en™ +1)

Sachant que OL est une variable aléatoire centrée et en définissant le biais d’estimation :
b=EB(X)j-0

1.2 Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle

Cette inégalité bien connue en analyse et en algébre vectorielle se généralise aussi a l’algébre
matricielle.

Soit X, et X, deux vecteurs aléatoires de C" et a, ff deux vecteurs fixes de C" .

Introduisant la variable aléatoire scalaire complexe :
z= Q+ X, + ﬁ +£2
On aura , bien sur :

El |20 va.p

2
, on trouve Va,

développant |z

Q+C112+/8+C22£+Q+C12£+£+021Q20
avec C, =E&i£;} etdonc C,, =C;,

Si on précise que S = ~C,)C,,a (en supposant que C,, est une matrice inversible), on

trouvera que :
a’ [Cll - CIZC;;CZI ]Q 20 Va

ce qu’on écrit :
-1
4=C, -C,C,C, 20

La matrice 4 est non négative.
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1.3 Démonstration de I’inégalité de CRAMER-RAO

Appliquant I’'inégalit¢ de CAUCHY-SCHWARZ matricielle au cas ou :

X, =0(x)- EQ(x))
, =0L

|><

on obtient :

¢, =v = E{o(x)- E()a(x)- Epx))f |

C,, =F =EloLol’ |
A A 7
C, = E{QL(Q(X)_ E{Q(X)}) }
Dans ces expressions V représente la matrice de covariance de I’erreur d’estimation et F' la

matrice de FISHER.
La quantité¢ C,, se déduit de la formule de dérivation des moyennes :

C21 = (1 + QQT )
On obtient finalement le résultat :

v—(r+ap" ) F(1+ap" )20

2 Calcul de matrice de FISHER dans le cas Gaussien

Le cas Gaussien permet le calcul explicite de la matrice de FISHER et montre le lien étroit qui
la relie a la fonction d’ambiguité : La partie « géométrique » de la matrice de FISHER est
proportionnelle au Hessien de la fonction d’ambiguité (Courbure ou Largeur a 3 dB au sens
large comme on le verra plus loin).

2.1 Formule générale

Considérons tout d'abord le cas d'un seul vecteur X complexe circulaire, de moyenne y,

de covariance I .

Sa densité de probabilité s'écrit :

p(x76)=|at] " expl- (X — ) T (ot - ]

avee y1= E(X), T'= (X - u)x - u) et T=E(P).

Les parametres € sont cachés dans I et u
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La vraisemblance logarithmique s'écrit :

L=Ln[p(X/0)]
= —Ljad| - TH{fT")

Sa dérivée par rapport a (6), s'écrit :

0,L =0, (Ln|=)- (o, T )- 1v(f0, 1)

Maisona :
8, Ln[r|=T+(r'a,T)
o,r'=-r"'(@rr
akf = _ak/“_l(i _ﬁ)+ - (X _ﬁ)akﬁ+
donc :

0,L=-Tr{r (0= )0 0,1}~ Tr{r 0, T}
On remarquera que E (F - f): 0 ainsi que E(6,L)=0
Pour calculer la matrice de FISHER on utilisera la forme suivante de son terme général :
F, =—E{0% L]

Lorsque I'on va effectuer la dérivation de 8, L par rapport a (@), différents termes vont
apparaitre (somme de produits) dont il faudra ensuite prendre la moyenne.

I1 est inutile de calculer les termes dans lesquels resteront (F - f“) et 0,L dont les moyennes
sont nulles. Au bout du compte, il ne restera que deux termes non nuls :

EQ:L}=-Tr{0 0,17 70,T}- Trir ' E(02 )}
etona E{@ﬁf}: O, 0, pu" +0, 0, u",d ou finalement :
Fy =—Tr{p, 170, }+ 2 Reld, 1" T8, uf

Dans la suite on s’intéressera uniquement au cas ou =0, correspondant au probléme de
I’écoute passive en acoustique sous-marine. La matrice de FISHER est donc réduite a :

F,=-Trlo,I",T}
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2.2 Passif monosource

On se limite ici au probleme de [’estimation des parametres d 'une source unique dans du bruit
incohérent.

On s’intéressera donc ici au cas ou :
IC=ydd" +ol

On supposera aussi que le vecteur source remplit la condition d (Q)Q (Q) =K, ce qui
correspond au modele fréquent ou la propagation se réduit a « un retard pur », pour lequel :

(d), =exp(infr,) Vk=1,..N
K désigne le nombre de capteurs.

Les parametres a estimer sont {0', v, Q} ou @ désigne un vecteur de parametres géométriques
cachés dans d . Il est intéressant de remarquer que les parametres {0', 7} d'une part, et 6
d'autre part, sont découplés.

En effet :

_ _ s 1 + N
F(o.(0),)=-1rp,ro,r}, o, =1 et o,r" == ——u,d" +du;)

On a utilisé la notation u, =0, d et le lemme d'inversion matricielle (WOODBURY) :

r\—l_ll_i der
o ol+Ks
avec s=2-
o
s o1 ; i
F(o.(0).) =2 (o, d+d"u,)=0
car
u, d+d u, :8k(d+i)_ak(K):0
De méme
1 + + +
F(r.0))= 2 —1ldd lud +du;)
s 1 v +
= — K -
ol+Ks (Zk d+d Zk) 0

La matrice de FISHER est donc bloc-diagonale. Il n'y a pas de mélanges dans I'estimation de
{o.7.6}.
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Si on se limite maintenant au calcul de la seule partie géométrique de cette matrice, que 1'on
notera F (Q, Q) , on obtient son terme général :

Fy =F[(l9) (9) ]=—Tr(8 F_IGZF)
avee 0,7 =ylu,d" +du])et 0,0 =- 01+K8Ld +du])

il vient :

kl

=11 Ks {L w fd w4 (i d s )+ Klufu, +u7u, )
En utilisant la propriété d* (Q)d (Q) = K , on trouve, par dérivation:

+ + + +
uyd+d uy +uu, +u;u =0
avec la notation u,, =0, u,

Et de méme, si I'on considére la fonction de directivité du traitement classique

D(6’6’)

a*(0)(0,
On notera d =d(0) et d,=d(0,)
On a d'abord :

@D—% yidydod +d dydiu, )

oyD=

%{E;ldodod+d+dodgﬂk1 +u,d,du, +E+dodgk‘k}
En =46, on obtient :

(alde)o :%{_ (ﬂ;ioXﬂjio)_K(ﬂ;% +272k )}
d' ou l'on déduit :

(Ks)"

T 1+ Ks -20)

kl
et, sous forme matricielle,

Fo.0)-5) (op),

On a obtenu au passage un résultat utile
1 + +
(ailD)O = _E{’ikpo’iz +u, Fu, }
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d,d,
avec Py =1 —%, projecteur orthogonal a d

Si maintenant on s'intéresse au cas ou 1I’observation compléte est constitué de plusieurs

observations indépendantes X = {K ., }nZI v» 1a vraisemblance logarithmique s'écrit :

L(x,0)= > L(x,.0)

n=I,N
O*L(X,0)= Y 0’L(X,.0) et F= Y E{-0°L(X,.0)|
n=1,N n=1,N
D'ou on déduit :
N(Ks) [ .
F(6,0)= -8°D
0.0)- Y5 (5op)

Si l'on considere enfin le cas de la représentation spectrale compléte, on aura:

L(x,0)= > L(X(f).6)

feF

F=YF(f)

JeF
Ce que l'on écrit encore :

F=TY §F(f)=T[F(f)f

feF

que I'on note encore F' =BT <F (f )> , - ou la notation <X (f )> désigne la moyenne en

fréquence de la fonction X ( f ) selon la fréquence f'dans la bande B -

(x(r) =5 [

T est la durée de I'analyse spectrale. Ona & =T
On aura alors :

1+ Ks

F(6,0)= BT<M (- 82D)0>

En développant au deuxiéme ordre la fonction de directivité autour de @, , on obtient :

D(e.6,)=1+(0-06,) (*D),(e-0,)

=1-2(0-0,Y 03(0-0,)
(62D)0 = —(@73 )_2 définit ’angle de CRAMER-RAQ , ce qui fait référence a la demi-largeur

d’ambiguité « a —3 dB » (ou a mi-hauteur) dans le cas des mesures angulaires.
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On remarquera ici le role primordial jou¢ par la fonction de directivité, et le lien qu'elle
présente naturellement avec la matrice de FISHER.

3 Efficacité du traitement classique

Le but de cette section est de démontrer que le traitement classique atteint la borne de
CRAMER-RAO, au moins en premicre approximation.

3.1 Maximum de vraisemblance
Dans le cas d’une observation Gaussienne de densité : p()_( / Q): |7zf |71 exp[— XT'X ]

avec [ =yd(0,)d(0,)" + ol etonnotera d, =d(6,). On en déduit :

d,d,’
LI SR TN 4
o] o 1+Ks o
. _ . N + 2
Il s’agit de maximiser par rapport a €, la quantité : —LnQF|)+1 Vi X Q(QX
+ KS

Ona [[|=c" (1+Ks) indépendant de 6.

Reste donc a maximiser Q(Q)+ fg(g) = d(lS’)+ ££+Q(Q) .

Ce résultat reste valable lorsque I’on dispose de plusieurs observations X = {X }'n:1, v

indépendantes . Dans ce cas en effet on aura :

L=-NLn(M)- NTAFT '} avee F=— S x, X7

1
N n=1,N

o o 1+ Ks

L=—NLn()- NTr{f[F‘l Ly EMJ}

11 faut donc maximiser par rapport a @ la quantité Tr {f d@)d ) }= de)1d@).
L’estimateur de €, optimal au sens du maximum de vraisemblance, maximise donc :
c@)=4d@)1rd©)

C’est le traitement « Classique » (en fait il faudrait normaliser par K *, une constante qui ne
change rien a la position du maximum).
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3.2 Covariance d’estimation du traitement classique

La quantité obtenue précédemment est une fonction de @ et de I, ce que 1’on fait apparaitre de
fagon explicite par :

clo.t)-a(o) ta(o)
Cette quantité possede un maximum en @ autour de € en un point éo pour lequel
Qc(éo ’ f) =

On peut faire un développement limité de la fonction 0C (Q, f) autourde 6, ,I" enla

considérant comme une fonction de 8 et I', ce qui donne :
acle.r)=ac(e,.r)+(e*c) (@-6,)+aclo,.F-T)

Le dernier terme du second membre de cette expression résulte de la linéarité de la fonction vis
a vis de la variable .

akC(QOaF):d;F’ik(Qo)"' ’ik+(go)rdo

On a alors : . .
:(G + K}/)(Qoyk(go)+2k (Qo)do)zo

D’ou aC(@,.I')=0

Au point éo ,I" on aura QC(éo,f): 0, ce qui permet d’en déduire :
6,-0,=c)'aclo,.1)

On en déduit donc : E {éo }: 6, (au premier ordre, I’estimation est sans biais).

Pour calculer (QZC )O = (QZC )g . on peut remarquer que

ercle.t), - =rc.1)), ,

On en déduit que :

eicle.r), =(eilardl, ,

=02 [Ka+1< D).,
:sz(alde)o
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A

Finalement on pourra écrire : 6, — 6, = K 6,2{1 6C(70, )

La variance d’estimation s’écrira alors :

1
K*y?

avec @ = E{QC(QO,f)Q+C(QO,f)}

etonadonc: @, _Ei(f Fu +uk 9, )fQOngfZI(Qo)+£‘1+(Qo)fdo)+}

V=

_(e°p),' ®(0*D),

Il faut donc calculer des expressions du type :
E{[f‘Af\_z} avec [ :% X, X
n=1,N

On utilise pour cela une généralisation des formules classiques sur les moments d’ordre 4 des
variables Gaussiennes :

E{g+fAlA“\_/}= u TATY + %Q+FX_/TI’(AF)

On trouve alors que :

D, :%[(dgrio XQZOFZIO +Zz+0rﬂko)+ ”Zorio Xy;rordo)"'(dgrﬂko ngrﬂzo )]

Sachant que T'd, = o(1+ Ks)d ,, on obtient :

1 + + + + + +
D, :ﬁo-z(l +KS)2 [K(ﬂkoﬂzo +2102k0)_ Upododotg +u,dodou,, )]

2
:M U;oPoﬂlo +21+0Poﬂk0}

_K20'2(1+KS)(

Soitencore @, = ai,D)O , compte tenu de I’expression obtenue dans la

section 2.2 ci dessus.

On en déduit I’expression de la matrice de covariance de 1’erreur d’estimation :

. 1 : (62D);1 _KZO-ZJ(\1[+ KS)(GZD)O}(azD)OI

4

Ky
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(1+ Ks)
N(Ks)*

Soit, enfin: V' =- (62D);1 =F"

Au second ordre prés le traitement classique atteint la borne de CRAMER-RAO.

3.3 Modéle « retard pur »
On peut préciser 1’expression de la matrice de FISHER lorsque le vecteur source s’écrit :
(a), =explainfz, (@)}

c’est a dire dans le cas , treés fréquent, d’un modéle « retard pur » (ondes planes et sphériques
par exemple).

u, = 6](4 = col{Zi/ﬁij eXp(zide )}/:1,1{
=2infA0, T

On a alors :

Ou: A=diagl{d}, c’est adire A, =(d), 5,

On peut alors calculer (6,2{1D)0 :

(02 D), = _%{’L‘ZPOZ‘[ + b_t?Pob_tk}

+

avec Py =1 —%, projecteur orthogonal & d .

!
p = Kz 0R0,T+0,T 080, T
(62), K{(Zﬂf)z(@ TA"P,AD,z+0,2 AP,AD, 1)

+ + r
A dd A:I_lli :P(l) 01‘11:C0[{1}j=1,1{

Maisona: A"PA=1—

: 24 )’
Finalement : (a;,D)O = —%28,{ZTP(1)8,§
En introduisant la matrice : 7' = [61 7,0,7, ,0y z], on peut encore écrire :

(0°D), _227) prpr
K
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3.4 Champ proche

On peut encore préciser les choses sur I’exemple de 1’antenne linéaire uniforme en champ
proche. Dans ce cas on précise 1’expression des retards :

R, désigne ici la distance entre le capteur courant k et la source située a la distance R du point
de référence. On suppose ici un milieu de propagation isocélére dans lequel les ondes sont
sphériques et se propagent avec une célérité c. On doit aussi préciser que le retard dépend de
deux parameétres géométriques (la distance R et le gisement &), ce que 1’on peut écrire :

r (0,R)=Ti =R
C
/'?
g
'R
<
N
“0) %

SiI’on désigne par x, 1’abscisse du capteur k par rapport au point de référence, I’expression de

la distance entre la capteur et la source s’écrit :

R, :{R2 +x; —2Rx, cosé’}l/2
2 1/2
=R|1+ ol -2 X cos
R R

On posera a =cosé et f=R"", ce qui conduit a la nouvelle expression :

1/2

R, =" (1+xp* - 2x, fa)

Les parametres géométriques choisis pour décrire le probléme sont o et et non pas G et R.
On a alors besoin de calculer :
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0.k =B (14l —2xkﬁa)‘”(§(— 2xkﬂ)j=—xk(§j

aﬂRk = _1372 ’ IBRk + 1371 %(IBRk )71 (2/375/? - 2xka)
=~ RMBRE - P} + x,0p)

On en déduit :

OpR, = ~B7R, (l - xkaﬂ)

0,(2), =~ (- pR (1- x,B)+ )

[

2

—(1- (8, )" (1~ x,a8))

c

Un développement limité a 1’ordre 2 de (R, )™ selon x, 8 donne finalement :

o,(c), =2~ (1 - [1 T x,af —%x,fﬁz(l 3¢° )j(l - xkaﬂ)j

(—%xzﬁz(l—azﬂ

I
=

c

Soit finalement 0 , (), =-=£ (1 ~-a’ )

En posant : &fl = col{xk }k=1 < €t cfz = col{x,f }k:l « On pourra €crire :

1 1-a’
0,1=——¢ et 0,7=—
a— Cgl p= 2¢ 52

d’ou I’expression de la matrice 7 précédente :

1 l-a?
T=|-2é — 5 &

c™ 2¢c ~

04/01/2006
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On peut alors calculer :

T'PT =TT - %(THXTTl)T

B 2 T _ 2 T
On a tout d’abord : Tle—l £1 - E1 __ 1 S - S
c 21 2 2 1 2

En utilisant la notation S, = Zx,T

k=1K
_ 2
s, l-a s,
1 2
On calculera de méme : T'rT=— ) SN2
ll-a -«
B S; b S,
D’ou vient finalement :
S; 1-a’ S,S,
a3 > >k
T'PT=—

Si on choisit la référence au centre de I’antenne S, =0.
Si on suppose de plus que I’antenne est symétrique S, =0.

Dans ce cas la matrice 7" PT est diagonale.

3.5 Répartition optimale des capteurs d’une antenne linéaire

Jusqu’ici I’hypothése de I’uniformité de I’antenne linéaire n’a pas été exploitée.
Pour I’instant supposons que la densité de capteurs est quelconque, décrite par une distribution .

On peut alors écrire :

1 +L/2
S, = ZX,f =— J.xzu(x)dx
k=1.K X 12
On pourra évaluer ox de la maniere suivante :
+L/2
s J ki
Sy=>Y1=K=— |ulx)dx dou x="-2——
’ k=21,:1< ox —LI/Z ( ) K

Finalement on écrira §, =K <x2> en notant
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szF(x),u(x)dx

(F)==2———— la « valeur moyenne » de F.

[ 2a(x)ax

—-L/2
On aura de méme S, =K<x4> et S, =K<x3>.

La matrice de FISHER peut alors s’écrire :

L’origine étant choisie de maniére que <x> =0.

Sous cette forme on peut s’intéresser a la question suivante :

« Comment disposer les capteurs d’une antenne linéaire pour optimiser I’estimation de la
distance, de I’angle ou de la position ? ».

Cette question peut étre résolue en recherchant la distribution ,u(x) telle que :

<x2> soit maximum pour 1'estimation optimale de I'angle
2
<x4> -~ <x2> soit maximum pour estimer au mieux la distance
2
<x2 >(<x4> —~ <x2> j soit maximum pour estimer au mieux la position

Dans le cas de I’estimation de 1’angle la meilleure répartition consiste a répartir la moitié des
capteurs a chaque extrémité de I’antenne. Dans ce cas :

Dans le cas de la distance il faut répartir les capteurs en trois fractions p,q,7 avec p+g+r=1
et p=r (symétrie). Il faut maximiser par rapport a p:

4 2x2 4

L L L
2)( X| — —4)( 2)( — :—2 —4 2
p (2j p (2j 16(19 p)

On obtient p=1/4 et la meilleure répartition est donc [i % %} .
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Dans le cas de la position il faut de méme maximiser par rapport a p:
4 6

L I’ L
E(2p—4p2)2p7=g(p2 ~2p?)

On trouve 2p —6p° =0, soit p=1/3 .
La meilleure répartition pour mesurer la position sera B 3 %} .
4 Approximation parabolique du lobe principal et largeur a 3 dB

Les résultats obtenus dans les sections précédentes permettent d’exprimer la largeur a 3 dB
du lobe principal du traitement classique dans le cas général. Pour cela on écrira d’abord
I’expression de la fonction de directivité du traitement classique sous la forme :

a*(0)a(o,)

a(0) a (e,

D(0.6,)=

Une approximation parabolique de la forme du lobe principal (autour de &) est obtenue en

écrivant le développement limité au second ordre de D(Q, [ 0) :
1
D(0.0,)=1+(0~0, (*D),(0-0,)

On en déduit une expression de la largeur a 3 dB dans le cas multidimensionnel :
(0°D), =(©,) , cestadire (20,)=2(-2°D), ™"

Si la matrice Hessienne (62D)0 est diagonale, on peut écrire (62D)0 = A =diag{, }
Et donc (26, )k =2(-=2,)"".

k=1,N

On peut appliquer les résultats obtenus précédemment :

(02 D), = —% {zZPob_t, + b_t?Pob_tk}

d,d
avec P, =I—%, projecteur orthogonal a d,, u, =0,d(0) et d, =d[6,]

(6°), == oa" p,0a)
Onnoteici: dd =[0,d .. 8,d]
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Dans le cas d’un modéle « retard pur » et, plus précis€ément, pour des ondes sphériques, on
obtient :

(°D), = 227V 11 py
K

Sy 1-a’ g _S5iS
1 P K 2 K
li-a’ (88, (1-a’ ’ G 5
3 4
2 K 2 K

avec T"PT =

e e
w T
) P AN
et on peut préciser ici :
o -5 S ke ),
180

D’ou I’expression des largeurs d’ambiguité en cos@ et R™' :

_ljl/Zet 2a3 6\/_ Yl ( (K_1)3 )JI/Z

20, =——
’ K+1 z L*sin’ @ K+1)(K2

7 L

\/EA(K

Formules que 1’on peut approcher, si K est grand, par :

203:£i et 2a3=6m > %2
7 L 7 L sin” @

Bornes de CRAMER-RAO en traitement d’antenne / Calcul et utilisation

D IXWAVES



Laurent KOPP Page 21/24 04/01/2006

ANNEXES

Annexe 1 : Formule de LIOUVILLE (Dérivée d’un déterminant).

e Calcul de 8|A|

Ici, 4 est une matrice hermitienne, le symbole |A| désigne le déterminant de 4, et le symbole

0X la dérivée de X par rapport a un parametre (peu importe lequel, il n'y a pas d'ambiguité).

A sera hermitienne, elle est donc diagonalisable par transformation unitaire U, ce que l'on peut
écrire :

A=UAU"
d'ou I'on déduit : l4=|A=TT4
i=1,K

On supposera que les valeurs propres {4, } sont des fonctions dérivables des paramétres,

k=1,K
alors :
0|4 =0|A| =|AloLn|A|

_ oA
> 2

k=1,K

—[A|7r{A"0A]
On obtient donc le résultat : 8Ln|A| =T r[A‘laA]

mais on a :
A=U"AU
AN'=UA4"U
OA =(0U) AU + U (04)U +U* A(0U)
Tr{aen]= U= 47U (U AU + U 47 (04)0 + U (0U)]

En utilisant la propriété d'invariance de la trace d'un produit par permutation circulaire de ses
termes, on peut simplifier :

nA"oA]=Tu(ou) + 47 (p4)+ U (U]

Cette derniére résultant de 'unitarité de la matrice U.

Finalement : 6Ln|A| =T r[AflﬁA]
e Calculde 04™"

De I'¢galité A4™ =1 ontire (04)A™ + 4047 =0 soit: 64~ =—47'(04)4™
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Annexe 2 : Densité Complexe Circulaire

On s'intéresse ici aux distributions statistiques de vecteurs a K composantes complexes.
X=Xy +iX,

En toute rigueur, il s'agit dans ce cas de la distribution du vecteur réel a 2K composantes
réelles :

Par abus de langage, on parlera cependant de la densité de probabilité de X plutdt que de celle
de &.

Lorsque & est gaussien, de moyenne u et de matrice de covariance C, sa densité de probabilité

peut s'écrire :

plg)=lpmc™” exp[—%(é ~u) g -/_1)}

Si I'on introduit dans cette expression la partition en partie réelle et imaginaire (K X, ) on
aura :

On introduit alors la propriété de circularité qui est une condition sur la structure de la matrice
de covariance C.

Cpp=C,=4 et Cp=—C,, =B
Autrement dit, la matrice C se met sous la forme :
A -B
C=
B 4
On rencontre ce type de symétrie dans les applications qui font intervenir la transformée de
FOURIER (représentation spectrale).

L'intérét de cette symétrie provient du fait que l'on peut exprimer la densité de probabilité de &
en fonction des quantités :
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X
m=m,+im,
r

=2(4+iB)= E{X - m)X - m)'|
Le résultat se met sous la forme compacte suivante :
p() =l expl- (x = m) T (x - m)]

ce que 1'on note simplement p({ ).
Cette formule n'est pas difficile a mémoriser puisqu'on l'obtient a partir de I'expression de p(é )

initiale en y remplagant tous les facteurs 2 par 1 .

On va tout d'abord calculer |C| en fonction de |F| .
Si T' (Hermitienne) est diagonalisée sous la forme : ' =UAU" on aura |F| = |A| = H A,
i=1,K
Sil'on pose U =U, +iU, (matrice unitaire)
I=2(4+iB)=(U, +iU,)AU, -iU,)"
= (U AUL +U,AUT)+i(U,AUT —U,AUT)

on en déduit 4 et B en fonction de U, A et, de méme, on pourra écrire :
Ay r
c:(A —B]z(UR —U,J 5 (UR —U,]
B 4 Uu, U, 0 Alu, U,
2

u, -U
; U IJ est orthogonale, et donc VV' =V'V =1,
R

La matrice V =
L]I

2

d'ou [22C|

-1/2

2

2
On en déduit [C] :‘% ‘F "

On pourra de méme calculer %(5 - ,u)T c' (§ — ,u)

On utilise pour cela le calcul de matrice C ™'

La matrice C~' aura la méme structure circulaire que C.

L (U =V L (4 =BYU -V I 0
En effet, posons: C~ = ,onaura CC™ = =
Vv U B A \V U 0 7

Soit AU-BV =1¢et AV +BU =0
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On en déduit que, T’ =2(4 +iB) alors, '™’ :%(U +iV)

Puisque I'T™' =(A4+iB\U +iV)=(AU — BV )+i(4V + BU)

Finalement :
%@_E)Tclg_ﬁ):%[(XR Mg )Ta(ll —m, )T ((; _UV){((ilj :if)):|
:%(KR —mp )T {U(XR _mR)_V(KI —m, )}
+%(XI —m, )T{V(XR _mR)-l_U(KI Y )}

=(X-m)' T (X -m)

En bref, on a démontré que :

pact " et et (- uf € (¢ -a)= (0 -m) T (X - )

-1/2

En conclusion,
ple)=lat| " expl- (x - m) T (x - m)]

et, plutdt que de parler de &, on écrira p({ ) au lieu de p(ﬁ)

Les vecteurs complexes circulaires ont quelques propriétés sympathiques, curieuses au premier
abord.

On supposera m =0, donc E@£+ }: I et E@XT }: 0

En effet E@KT }: E{(XR +iX, )(KR +iX, )T }: (CRR -Cy )+ i(CRI +Cpy ): 0
d'aprées la condition de circularité.

Un cas particulier intéressant est celui ou K=/, (X € C). La densité de probabilité de z=x+iy
est :

2
&

p(z)=(zc?)" exp{ ?J avec Efz*}=0 et E{z|2 }: o’

Les conditions de circularité s'écrivent :

2

Var(x)=Var(y)= 0-7 et E{xy}=0
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