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Résumé : 

 

1. Inégalité de CRAMER-RAO 

 

1.1 Formule de dérivation des moyennes { } { }TT
ZLEZE ⋅∂=∂  

  

1.2 Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle 021

1

221211 ≥− − CCCC  

 

1.3 Démonstration de l’inégalité de CRAMER-RAO  ( ) ( ) 01 ≥∂+∂+− − TTT
bIFbIV  

 

2. Matrice de FISHER dans le cas Gaussien 

 

 2.1 Formule générale  { } { }µµ lklkkl ReTrF ∂Γ∂+Γ∂Γ∂−= −+− 11 2  

 

 2.2 Passif une source  
( ) ( )02
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3. Efficacité du traitement Classique 

 

 3.1 Maximum de vraisemblance  ( ) ( ) ( )θθθ ddC Γ= + ˆ  

 

 3.2 Covariance d’estimation du traitement classique 
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3.3 Modèle « retard pur » ( ) ( )
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3.5 Répartition optimale des capteurs d’une antenne linéaire 

 

4. Approximation parabolique du lobe principal et largeur à 3 dB en θcos  et 
1−R   

 

  

2/1

3
1

16
2 








+
−

=
K

K

L

λ
π

θ et  
( )

( )( )
2/1

2

3

223
41

1

sin

106
2 











−+

−
=

KK

K

L θ
λ

π
α  



Laurent KOPP Page 4/24 04/01/2006 
 

Bornes de CRAMER-RAO en traitement d’antenne / Calcul et utilisation 

 

 

1 Inégalité de CRAMER-RAO 

 

La démonstration de cette inégalité est fondée sur deux résultats préalables : La formule de 

dérivation des moyennes et l’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle. 

 

1.1 Dérivation des moyennes 

 

La dérivée de la moyenne d’une fonction n’est pas égale à la moyenne de la dérivée. 

 

Soit ( )θ,Xf  une fonction de l’observation X et du paramètre θ  vectoriel. 

Par définition la moyenne de cette fonction est définie par : 

 

   ( ){ } ( ) ( )dXXpXfXfE ∫
Ω

= θθθ /,,  

 

( )θ/Xp  désignant la densité de probabilité de l’observation. 

 

Dérivant par rapport à ( )kθ , ce qu’on note ( ) ( )
( )k

k θ∂
•∂

=•∂ , on obtient (Ω  ne dépend pas de θ ) 

 

   { } ∫∫
ΩΩ

⋅⋅∂⋅+⋅⋅∂=∂ dXpLfdXpffE kkk  

 

avec ( )( )θ/XpLnL =  la vraisemblance logarithmique. 

 

Ce qu’on peut écrire aussi : 

 

   { } { } { }fLEfEfE kkk ⋅∂+∂=∂  

 

ou encore, matriciellement : 

 

   { } { } { }TTT
fLEfEfE ⋅∂+∂=∂  

 

De cette relation générale on tire trois conséquences : 

 

a) Si 1=f   { } 0=∂LE  

 

b) Si Lf ∂=   { } { } FLELLE T =∂−=∂⋅∂ 2
 , la matrice de FISHER, par définition. 

 

c) Si ( )XZf = est un estimateur quelconque (fonction de X uniquement), on trouve : 

 

   { } { }TT
ZLEZE ⋅∂=∂  
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C’est le principal résultat utile pour la suite. 

 

Si on note ( )XZ θ̂=  un estimateur de θ , on aura 

 

   ( ) ( ){ } ( ){ } ( )IbXEXEXLE
TTT

+∂=∂=






 





 −⋅∂ θθθ ˆˆˆ  

Sachant que L∂  est une variable aléatoire centrée et en définissant le biais d’estimation : 

 

    ( ){ } θθ −= XEb ˆ  

 

1.2 Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle 

 

Cette inégalité bien connue en analyse et en algèbre vectorielle se généralise aussi à l’algèbre 

matricielle.  

 

Soit 1X  et 2X  deux vecteurs aléatoires de NC  et βα , deux vecteurs fixes de NC . 

Introduisant la variable aléatoire scalaire complexe : 

 

    21 XXz
++ += βα  

 

On aura , bien sur : 

 

    { } βα ,     0
2

∀≥zE  

 

développant 
2

z , on trouve βα ,∀  

 

    021122211 ≥+++ ++++ αββαββαα CCCC  

 

avec { }+= jiij XXEC  et donc += 2112 CC  

 

Si on précise que αβ 21

1

22CC −−=   (en supposant que 22C  est une matrice inversible), on 

trouvera que : 

 

    [ ] ααα ∀≥− −+
  021

1

221211 CCCC  

 

ce qu’on écrit : 

    021

1

221211 ≥−= − CCCCA  

 

La matrice A est non négative. 
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1.3 Démonstration de l’inégalité de CRAMER-RAO 

 

Appliquant l’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ matricielle au cas où : 

 

   
( ) ( ){ }
LX

XEXX

∂=

−=

2

1
ˆˆ θθ

 

 

on obtient : 

 

   

( ) ( ){ }( ) ( ) ( ){ }( ){ }
{ }
( ) ( ){ }( ){ }T

T

T

XEXLEC

LLEFC

XEXXEXEVC

θθ

θθθθ

ˆˆ

ˆˆˆˆ

21

22

11

−∂=

∂∂==

−−==

 

 

Dans ces expressions V représente la matrice de covariance de l’erreur d’estimation et F la 

matrice de FISHER. 

La quantité 21C se déduit de la formule de dérivation des moyennes : 

 

     ( )T
bIC ∂+=21  

 

On obtient finalement le résultat : 

 

    ( ) ( ) 01 ≥∂+∂+− − TTT
bIFbIV  

 

2 Calcul de matrice de FISHER dans le cas Gaussien 

 

Le cas Gaussien permet le calcul explicite de la matrice de FISHER et montre le lien étroit qui 

la relie à la fonction d’ambiguïté : La partie « géométrique » de la matrice de FISHER est 

proportionnelle au Hessien de la fonction d’ambiguïté (Courbure ou Largeur à 3 dB au sens 

large comme on le verra plus loin). 

 

2.1 Formule générale 

 

Considérons tout d'abord le cas d'un seul vecteur  X  complexe circulaire, de moyenne µ , 

de covariance  Γ . 

 

Sa densité de probabilité s'écrit :  

 

( ) ( ) ( )[ ]µµπθ −Γ−−Γ= −+−
XXXp 11

exp/  

 

avec ( )XE=µ , ( )( )+−−=Γ µµ XXˆ et ( )Γ=Γ ˆE . 

 

Les paramètres  θ  sont cachés dans  Γ  et   µ  
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La vraisemblance logarithmique s'écrit : 

 

( )[ ]
( )1ˆ

/

−ΓΓ−Γ−=

=

TrLn

XpLnL

π

θ
 

 

Sa dérivée par rapport à ( )
kθ s'écrit : 

 

( ) ( ) ( )11 ˆˆ −− Γ∂Γ−ΓΓ∂−Γ−∂=∂ kkkk TrTrLnL π  

 

Mais on a :  

 

( )Γ∂Γ=Γ∂ kk TrLn 1  

( ) 111 −−− ΓΓ∂Γ−=Γ∂ kk  

( ) ( ) ++ ∂−−−−∂=Γ∂ µµµµ kkk XXˆ  

 

donc :  

( ){ } { }Γ∂Γ−Γ∂ΓΓ−ΓΓ−=∂ −−− ˆˆ 111

kkk TrTrL  

 

On remarquera que  ( ) 0ˆ =Γ−ΓE  ainsi que ( ) 0=∂ LE k  

 

Pour calculer la matrice de FISHER on utilisera la forme suivante de son terme général : 

 

{ }LEF klkl

2∂−=  

 

Lorsque l'on va effectuer la dérivation de  Lk∂  par rapport à  ( )
lθ  différents termes vont 

apparaître (somme de produits) dont il faudra ensuite prendre la moyenne. 

Il est inutile de calculer les termes dans lesquels resteront  ( )Γ−Γ ˆ  et Lk∂  dont les moyennes 

sont nulles. Au bout du compte, il ne restera que deux termes non nuls :  

 

{ } { } ( ){ }Γ∂Γ−Γ∂ΓΓ∂Γ−=∂ −−− ˆ21112

klklkl ETrTrLE  

 

et on a { } ++ ∂∂+∂∂=Γ∂ µµµµ kllkklE ˆ2 , d’où finalement : 

 

{ } { }µµ lklkkl TrF ∂Γ∂+Γ∂Γ∂−= −+− 11 Re2  

 

Dans la suite on s’intéressera uniquement au cas où 0=µ , correspondant au problème de 

l’écoute passive en acoustique sous-marine. La matrice de FISHER est donc réduite à : 

 

{ }Γ∂Γ∂−= −
lkkl TrF 1  
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2.2 Passif monosource 

 

On se limite ici au problème de l’estimation des paramètres d’une source unique dans du bruit 

incohérent. 

 

On s’intéressera donc ici au cas où : 

 

Idd σγ +=Γ +
 

 

On supposera aussi que le vecteur source remplit la condition ( ) ( ) Kdd =+ θθ , ce qui 

correspond au modèle fréquent où la propagation se réduit à « un retard pur », pour lequel : 

 

( ) ( )kk fid τπ2exp=   Nk ,...1=∀  

 

K désigne le nombre de capteurs. 

 

Les paramètres à estimer sont  { }θγσ ,,  où θ  désigne un vecteur de paramètres géométriques 

cachés dans d . Il est intéressant de remarquer que les paramètres { }γσ ,  d'une part, et θ  

d'autre part, sont découplés. 

 

En effet :  

( )( ) { }1, −Γ∂Γ∂−= kk TrF σθσ  , I=Γ∂σ  et ( )++− +
+

−=Γ∂ kkk uddu
Ks

s

1

11

σ
 

 

On a utilisé la notation du kk ∂=  et le lemme d'inversion matricielle (WOODBURY) : 

 

Ks

dds
I

+
−=Γ

+
−

1

11

σσ
 

avec 
σ
γ

=s  

( )( ) ( ) 0
1

1
, =+

+
= ++

kkk uddu
Ks

s
F

σ
θσ  

 

car  

( ) ( ) 0=∂=∂=+ +++
Kdduddu kkkk  

De même 

  

 

( )( ) ( )[ ]

( ) 0
1

1

1

1
,

=+
+

=

+
+

=

++

+++

kk

kkk

udduK
Ks

s

udduddTr
Ks

s
F

σ

σ
θγ

 

  

La matrice de FISHER est donc bloc-diagonale. Il n'y a pas de mélanges dans l'estimation de 

{ }θγσ ,, .   

 



Laurent KOPP Page 9/24 04/01/2006 
 

Bornes de CRAMER-RAO en traitement d’antenne / Calcul et utilisation 

 

Si on se limite maintenant au calcul de la seule partie géométrique de cette matrice, que l'on 

notera  ( )θθ ,F  , on obtient son terme général :  

 

 ( ) ( )[ ] ( )Γ∂Γ∂−== −
lklkkl TrFF 1, θθ  

avec ( )++ +=Γ∂ kkk udduγ  et  ( )++− +
+

−=Γ∂ lll uddu
Ks

s

1

11

σ
 

 

 il vient :  

( )( ) ( )( ) ( ){ }kllklkklkl uuuuKduduudud
Ks

s
F

++++++ +++
+

=
1

2

 

 

En utilisant la propriété  ( ) ( ) Kdd =+ θθ , on trouve, par dérivation:  

 

0=+++ ++++
kllkklkl uuuuuddu  

 

avec la notation lkkl uu ∂=  

Et de même, si l'on considère la fonction de directivité du traitement classique 

 

( ) ( ) ( )
2

020

1
, θθθθ dd

K
D

+=  

 

On notera ( )θdd =  et ( )00 θdd =  

 

On a d'abord : 

{ }kkk uddddddu
K

D
+++ +=∂ 00002

1
 

{ }kllkklklkl udduudduuddddddu
K

D
+++++++ +++=∂ 000000002

2 1
 

 

En  0θθ =  on obtient :  

( ) ( )( ) ( ){ }kllklkkl uuuuKdudu
K

D
++++ +−−=∂ 0020

2 1
 

 

d' où l'on déduit : 

     
( ) ( )

0

2

2

1
D

Ks

Ks
F klkl ∂−

+
=  

et, sous forme matricielle,  

( ) ( ) ( )02

2

1
, D

Ks

Ks
F ∂−

+
=θθ  

 

On a obtenu au passage un résultat utile  

 

( ) { }kllkkl uPuuPu
K

D 000

2 1 ++ +−=∂  
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avec 
K

dd
IP

+

−= 00

0 , projecteur orthogonal à 0d  

 

Si maintenant on s'intéresse au cas où l’observation complète est constitué de plusieurs 

observations indépendantes { }
NnnXX

,1== , la vraisemblance logarithmique s'écrit :  

 

( ) ( )∑
=

=
Nn

nXLXL
,1

,, θθ  

( ) ( )∑
=

∂=∂
Nn

nXLXL
,1

22 ,, θθ   et  ( ){ }∑
=

∂−=
Nn

nXLEF
,1

2 ,θ  

D'où on déduit :  

 

( ) ( ) ( )02

2

1
, D

Ks

KsN
F ∂−

+
=θθ  

 

Si l'on considère enfin le cas de la représentation spectrale complète, on aura:  

 

( ) ( )( )∑
∈

=
Ff

fXLXL θθ ,,  

( )∑
∈

=
Ff

fFF  

Ce que l'on écrit encore :  

 

( ) ( )∫∑ ≅=
∈

B

Ff

dffFTffFTF
0

δ  

 

que l'on note encore  ( )fFBTF =  , - où la notation  ( )fX  désigne la moyenne en 

fréquence de la fonction  ( )fX   selon la fréquence f dans la bande  B - 

 

( ) ( )∫=
B

dffX
B

fX
0

1
 

 

 T est la durée de l'analyse spectrale. On a 1−= Tfδ  

On aura alors :  

( ) ( ) ( )02

2

1
, D

Ks

Ks
BTF ∂−

+
=θθ  

En développant au deuxième ordre la fonction de directivité autour de 0θ  , on obtient :  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )0

2

30

00

2

00

2

1
1

2

1
1,

θθθθ

θθθθθθ

−Θ−−≅

−∂−+≅

−
−

T

T
DD

 

( ) ( ) 2

30

2 −
−Θ−=∂ D  définit l’angle de CRAMER-RAO , ce qui fait référence à la demi-largeur 

d’ambiguïté « à –3 dB » (ou à mi-hauteur) dans le cas des mesures angulaires. 
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On remarquera ici le rôle primordial joué par la fonction de directivité, et le lien qu'elle 

présente naturellement avec la matrice de FISHER. 

 

3 Efficacité du traitement classique 

 

Le but de cette section est de démontrer que le traitement classique atteint la borne de 

CRAMER-RAO, au moins en première approximation.  

3.1 Maximum de vraisemblance 

 

Dans le cas d’une observation Gaussienne de densité : ( ) [ ]XXXp 11
exp/ −+−

Γ−Γ= πθ  

 

avec ( ) ( ) Idd σθθγ +=Γ +
00 et on notera ( )00 θdd = . On en déduit : 

 

    
Ks

dds
I

+
−=Γ

+
−

1

1 001

σσ
  avec  

σ
γ

=s  

 

Il s’agit de maximiser par rapport à θ , la quantité : ( ) ( )
2

1
θdX

Ks

s
Ln

+

+
+Γ−  

On a ( )KsK +=Γ 1σ  indépendant de θ . 

 

Reste donc à maximiser ( ) ( ) ( ) ( )θθθθ dXXddd
+++ =Γ̂ . 

 

Ce résultat reste valable lorsque l’on dispose de plusieurs observations { }
NnnXX

,1==  

indépendantes . Dans ce cas en effet on aura : 

 

   ( ) { }1ˆ −ΓΓ−Γ−= NTrNLnL   avec  ∑
=

+=Γ
Nn

nn XX
N ,1

1ˆ  

 

   ( ) ( ) ( )























+
−=ΓΓ−Γ−=

+
−

Ks

dds
INTrNLnL

1

1ˆ 1 θθ
σσ

 

 

Il faut donc maximiser par rapport à θ  la quantité ( ) ( ){ } ( ) ( )θθθθ ddddTr Γ=Γ ++ ˆˆ . 

 

L’estimateur de θ , optimal au sens du maximum de vraisemblance, maximise donc : 

 

    ( ) ( ) ( )θθθ ddC Γ= + ˆ  

 

C’est le traitement « Classique » (en fait il faudrait normaliser par 2K , une constante qui ne 

change rien à la position du maximum). 
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3.2 Covariance d’estimation du traitement classique 

 

La quantité obtenue précédemment est une fonction de θ  et de Γ̂ , ce que l’on fait apparaître de 

façon explicite par : 

 

    ( ) ( ) ( )θθθ ddC Γ=Γ + ˆˆ,  

 

Cette quantité possède un maximum en θ  autour de 0θ en un point 0θ̂  pour lequel 

 

    ( ) 0ˆ,ˆ
0 =Γ∂ θC  

 

On peut faire un développement limité de la fonction ( )Γ∂ ˆ,θC  autour de Γ , 0θ  en la 

considérant comme une fonction de θ   et  Γ̂ , ce qui donne : 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Γ−Γ∂+−∂+Γ∂=Γ∂
Γ

ˆ,,ˆ, 00,

2

0
0

θθθθθ
θ

CCCC  

 

Le dernier terme du second membre de cette expression résulte de la linéarité de la fonction vis 

à vis de la variable Γ̂ . 

 

On a alors : 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 0

,

0000

00000

=++=

Γ+Γ=Γ∂
++

++

duudK

duudC

kk

kkk

θθγσ

θθθ
 

 

D’où ( ) 0,0 =Γ∂ θC  

 

Au point Γ̂,ˆ
0θ on aura ( ) 0ˆ,ˆ

0 =Γ∂ θC , ce qui permet d’en déduire : 

 

    ( ) ( )Γ∂∂=−
−

ˆ,ˆ
0

1

0

2

00 θθθ CC  

 

On en déduit donc : { }
00

ˆ θθ =E   (au premier ordre, l’estimation est sans biais). 

 

Pour calculer ( ) ( )
Γ

∂=∂
,

2

0

2

0
θ

CC on peut remarquer que 

 

    ( )( ) ( )( ) ΓΓ Γ∂=Γ∂
,

2

,

2

00

,ˆ, θθ θθ CC klkl  

 

On en déduit que : 

 

   

( )( ) [ ]( )
[ ]( )
( )

0

22

22

,

2

,

2

0

00

ˆ,

DK

DKK

ddC

kl

kl

klkl

∂=

+∂=

Γ∂=Γ∂

=

Γ
+

Γ

γ

γσ

θ

θθ

θθ
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Finalement on pourra écrire : ( ) ( )Γ∂∂=−
− ˆ,

1ˆ
0

1

0

2

200 θ
γ

θθ CD
K

kl  

 

La variance d’estimation s’écrira alors : 

 

   ( ) ( ) 1

0

21

0

2

24

1 −−
∂Φ∂= DD

K
V

γ
 

 

avec ( ) ( ){ }Γ∂Γ∂=Φ + ˆ,ˆ, 00 θθ CCE  

 

et on a donc : ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }+++++ Γ+ΓΓ+Γ=Φ 00000000
ˆˆˆˆ duudduudE llkkkl θθθθ  

 

Il faut donc calculer des expressions du type :  

 

   { } ∑
=

++ =ΓΓΓ
Nn

nn XX
N

vAuE
,1

1ˆ  avec  ˆˆ  

 

On utilise pour cela une généralisation des formules classiques sur les moments d’ordre 4 des 

variables Gaussiennes :    

 

   { } ( )ΓΓ+ΓΓ=ΓΓ +++
ATrvu

N
vAuvAuE

1ˆˆ  

 

On trouve alors que : 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
00000000000000

1
lklkkllkkl ududduduuuuudd

N
ΓΓ+ΓΓ+Γ+ΓΓ=Φ +++++++

 

 

Sachant que  ( ) 00 1 dKsd +=Γ σ , on obtient : 

 

( ) ( ) ( )[ ]
( ){ }000000

2

000000000000

22

1

1
1

kllk

kllkkllkkl

uPuuPu
N

KsK

udduudduuuuuKKs
N

++

++++++

+
+

=

+−++=Φ

σ

σ
 

 

 

Soit encore 
( ) ( )

0

2
22 1

D
N

KsK
klkl ∂

+
−=Φ

σ
 , compte tenu de l’expression obtenue dans la 

section 2.2 ci dessus. 

 

On en déduit l’expression de la matrice de covariance de l’erreur d’estimation : 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 1

0

2

0

2
22

1

0

2

24

11 −−
∂








∂

+
−∂= DD

N

KsK
D

K
V

σ
γ
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Soit, enfin : 
( )
( )

( ) 11

0

2

2

1 −−
=∂

+
−= FD

KsN

Ks
V   

 

Au second ordre près le traitement classique atteint la borne de CRAMER-RAO. 

 

3.3 Modèle « retard pur » 

 

On peut préciser l’expression de la matrice de FISHER lorsque le vecteur source s’écrit : 

 

    ( ) ( ){ }θτπ kk fid 2exp=  

 

c’est à dire dans le cas , très fréquent, d’un modèle « retard pur » (ondes planes et sphériques 

par exemple). 

 

On a alors :  
( ){ }

τπ

τπτπ

k

Kjjjkkk

fi

fificoldu

∂∆=

∂=∂=
=

2

2exp2
,1

 

 

Où : { }ddiag=∆ , c’est à dire ( ) klkkl d δ=∆  

 

On peut alors calculer ( )
0

2 Dkl∂  : 

    ( ) { }
kllkkl uPuuPu

K
D 000

2 1 ++ +−=∂  

avec 
K

dd
IP

+

−= 00

0 , projecteur orthogonal à 0d . 

     

  ( ) ( ) ( ){ }ττττπ k

T

ll

T

kkl PPf
K

D ∂∆∆∂+∂∆∆∂−=∂ ++
00

2

0

2 2
1

 

 

Mais on a : ( )111
0 P

K
I

K

dd
IP

T

=
⋅

−=
∆∆

−=∆∆
++

+  où { } Kjcol ,111 ==  

 

Finalement : ( ) ( ) ( ) ττ
π

l

T

kkl P
K

f
D ∂∂−=∂ 12

2
2

0

2  

 

En introduisant la matrice : [ ]τττ NT ∂∂∂= ,,, 21 , on peut encore écrire : 

 

   ( ) ( )
PTT

K

f
D T

2

0

2 22 π
=∂  
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3.4 Champ proche 

 

On peut encore préciser les choses sur l’exemple de l’antenne linéaire uniforme en champ 

proche. Dans ce cas on précise l’expression des retards : 

 

     ( )
c

RRk

k

−
=τ  

 

kR  désigne ici la distance entre le capteur courant k et la source située à la distance R du point 

de référence. On suppose ici un milieu de propagation isocélère dans lequel les ondes sont 

sphériques et se propagent avec une célérité c. On doit aussi préciser que le retard dépend de 

deux paramètres géométriques (la distance R et le gisement θ ), ce que l’on peut écrire : 

 

 

    ( )
c

RR
R k

k

−
=,θτ  

 

Si l’on désigne par kx  l’abscisse du capteur k par rapport au point de référence, l’expression de 

la distance entre la capteur et la source s’écrit :     
 

{ }
2/1

2

2/122

cos21

cos2




















−








+=

−+=

θ

θ

R

x

R

x
R

RxxRR

kk

kkk

 

 

On posera θα cos=  et 1−= Rβ , ce qui conduit à la nouvelle expression : 

 

   ( ) 2/1221 21 βαββ kkk xxR −+= −  

 

Les paramètres géométriques choisis pour décrire le problème sont βα et  et non pas Ret  θ . 

On a alors besoin de calculer : 
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  ( ) ( ) 







−=







 −−+=∂
−−

k

kkkkk
R

R
xxxxR ββαββα 2

2

1
21

2/1221  

d’où ( )
c

xk

k
−≅∂ τα   

 

De même : 

 

  
( ) ( )

{ }αββββ

αββββββ

kkkk

kkkkk

xxRR

xxRRR

+−−=

−+⋅−=∂

−−

−−−

222213

2112 22
2

1

 

 

On en déduit : 

 

  ( )αβββ kkk xRR −−=∂ −− 113  

 

  

( ) ( )( )

( ) ( )( )αββ
β

βαββτβ

kk

kkk

xR
c

xR
c

−−=

+−−=∂

−
−

−−−

11

1
1

1
2

213

 

 

Un développement limité à l’ordre 2 de ( ) 1−
kRβ selon βkx donne finalement : 

 

  

( ) ( ) ( )

( )






 −−≅









−







 −−+−≅∂

−

−

222
2

222
2

1
2

1

131
2

1
11

αβ
β

αβαβαβ
β

τβ

k

kkkk

x
c

xxx
c

 

 

 

Soit finalement ( ) ( )2

2

1
2

ατβ −−≅∂
c

xk

k  

 

En posant : { }
Kkkxcol

,11 ==ξ et { }
Kkkxcol

,1

2

2 ==ξ on pourra écrire : 

 

  
1

1
ξτα

c
−=∂ et 

2

2

2

1
ξ

α
τβ

c

−
−=∂  

 

d’où l’expression de la matrice T précédente : 

 

   






 −
−−=

2

2

1 2

11
ξ

α
ξ

cc
T  

 

 

 

 



Laurent KOPP Page 17/24 04/01/2006 
 

Bornes de CRAMER-RAO en traitement d’antenne / Calcul et utilisation 

 

On peut alors calculer : 

 

  ( )( )TTTTT TT
K

TTPTT 11
1

−=  

On a tout d’abord : 

TT

T SS
cc

T 






 −
−=







 −
−= 2

2

12

2

1 2

11
1

2

1
1

1
1

α
ξ

α
ξ  

 

En utilisant la notation ∑
=

=
Kk

m

km xS
,1

 

On calculera de même : 


























 −−

−

=

4

2
2

3

2

3

2

2

2

2

1

2

1

2

1

1

SS

SS

c
TT T

αα

α

 

 

D’où vient finalement : 

    





























−−







 −








−

−









−

−








−

=

K

S
S

K

SS
S

K

SS
S

K

S
S

c
PTT T

2

2

4

2
2

21

3

2

21

3

22

1

2

2

2

1

2

1

2

1

1

αα

α

 

 

Si on choisit la référence au centre de l’antenne 01 =S . 

 

Si on suppose de plus que l’antenne est symétrique 03 =S . 

 

Dans ce cas la matrice PTT T est diagonale. 

 

3.5  Répartition optimale des capteurs d’une antenne linéaire 

 

Jusqu’ici l’hypothèse de l’uniformité de l’antenne linéaire n’a pas été exploitée.  

Pour l’instant supposons que la densité de capteurs est quelconque, décrite par une distribution . 

 

On peut alors écrire : 

 

    ( )∫∑
+

−=

==
2/

2/

2

,1

2

2

1
L

LKk

k dxxx
x

xS µ
δ

 

 

On pourra évaluer xδ  de la manière suivante : 

   ( )∫∑
+

−=

===
2/

2/,1

0

1
1

L

LKk

dxx
x

KS µ
δ

    d’où      

( )

K

dxx

x

L

L

∫
+

−=

2/

2/

µ

δ  

 

Finalement on écrira 2

2 xKS =  en notant  
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( ) ( )

( )∫

∫

−

−=
2/

2/

2/

2/

L

L

L

L

dxx

dxxxF

F

µ

µ

 la « valeur moyenne » de F. 

 

On aura de même 4

4 xKS =  et 3

3 xKS = . 

 

La matrice de FISHER peut alors s’écrire : 

 

 

   
( )
























 −







 −−

−









+

=
2

24

2
2

3
2

3
2

2
22

2

1

2

1

2

1

2

1

2

xxx

xx

Ks

Ks
F

αα

α

λ
π

 

 

L’origine étant choisie de manière que 0=x . 

 

Sous cette forme on peut s’intéresser à la question suivante : 

 

« Comment disposer les capteurs d’une antenne linéaire pour optimiser l’estimation de la 

distance, de l’angle ou de la position ? ». 

 

Cette  question peut être résolue en recherchant la distribution ( )xµ  telle que : 

 

 

position lamieux au estimer pour  maximumsoit  x

distance lamieux au estimer pour  maximumsoit   

anglel' de optimale estimationl'pour  maximumsoit   

2
242

2
24

2






 −

−

xx

xx

x

 

 

Dans le cas de l’estimation de l’angle la meilleure répartition consiste à répartir la moitié des 

capteurs à chaque extrémité de l’antenne. Dans ce cas : 

 

    
42

22

2 LL
x =







=  

 

Dans le cas de la distance il faut répartir les capteurs en trois fractions p,q,r avec 1=++ rqp  

et rp =  (symétrie). Il faut maximiser par rapport à p: 

 

  ( )2
422

2

4

42
162

4
2

2 pp
LL

p
L

p −=






××−






××
×

 

 

On obtient p=1/4 et la meilleure répartition est donc 





4

1

2

1

4

1
. 
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Dans le cas de la position il faut de même maximiser par rapport à p: 

 

  ( ) ( )32
62

2
4

2
164

242
16

pp
LL

ppp
L

−=−  

 

On trouve 062 2 =− pp , soit 3/1=p  . 

La meilleure répartition pour mesurer la position sera 





3

1

3

1

3

1
. 

 

4 Approximation parabolique du lobe principal et largeur à 3 dB 

 

Les résultats obtenus dans les sections précédentes permettent d’exprimer la largeur à 3 dB 

du lobe principal du traitement classique dans le cas général. Pour cela on écrira d’abord 

l’expression de la fonction de directivité du traitement classique sous la forme : 

 

   ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

0

2

2

0

0,

θθ

θθ
θθ

++

+

=
dd

dd
D  

 

Une approximation parabolique de la forme du lobe principal (autour de 0θ ) est obtenue en 

écrivant le développement limité au second ordre de ( )0,θθD  : 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )00

2

00
2

1
1, θθθθθθ −∂−+≅ DD

T
 

 

On en déduit une expression de la largeur à 3 dB dans le cas multidimensionnel : 

 

   ( ) ( ) 2

30

2 −Θ=∂ D  , c’est à dire ( ) ( ) 2/1

0

2

3 22
−∂−=Θ D  

 

Si la matrice Hessienne ( )02D∂ est diagonale, on peut écrire ( ) { }
NkkdiagD

,10

2

==Λ=∂ λ  

Et donc ( ) ( ) 2/1

3 22
−−= kk

λθ . 

 

On peut appliquer les résultats obtenus précédemment : 

 

    ( ) { }
kllkkl uPuuPu

K
D 000

2 1 ++ +−=∂  

avec 
K

dd
IP

+

−= 00

0 , projecteur orthogonal à 0d , ( )θdu kk ∂=  et [ ]00 θdd =  

 

    ( ) ( )dPd
K

D ∂∂−=∂ +
00

2 2
 

 

On note ici : [ ]ddd N∂∂=∂ ...1  
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Dans le cas d’un modèle « retard pur » et, plus précisément, pour des ondes sphériques, on 

obtient : 

    ( ) ( )
PTT

K

f
D T

2

0

2 22 π
=∂  

 

avec  








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




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
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


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
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





 −








−

−









−

−








−

=

K

S
S

K

SS
S

K

SS
S

K

S
S

c
PTT T

2

2

4

2
2

21

3

2

21

3

22

1

2

2

2

1

2

1

2

1

1

αα

α

 

 

et, plus précisément, pour une antenne linéaire uniforme avec référence au centre de l’antenne: 

 

  ( ) ( )



































−

−=∂

4

sin
0

0

4

2
4

2

02
2

2

2

1

2

2

0

2

θξξ
ξ

ξ
ω

K
c

D
T

 

 

et on peut préciser ici :   

  
( ) 2

2
2

1 12

1
d

KK −
=ξ  ; 

( )( ) 4
22

2

02
2

2 180

41
d

KKK

K

T

−−
=−

ξξ
ξ  

 

D’où l’expression des largeurs d’ambiguïté en θcos  et 1−R  : 

 

  

2/1

3
1

16
2 








+
−

=
K

K

L

λ
π

θ et  
( )

( )( )
2/1

2

3

223
41

1

sin

106
2 











−+

−
=

KK

K

L θ
λ

π
α  

 

Formules que l’on peut approcher, si K est grand, par : 

 

  
L

λ
π

θ
6

2 3 =      et       
θ

λ
π

α
223

sin

106
2

L
=  
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ANNEXES 

 

Annexe 1 : Formule de LIOUVILLE (Dérivée d’un déterminant). 

 

• Calcul de A∂  

 

Ici, A est une matrice hermitienne, le symbole A  désigne le déterminant de A, et le symbole 

X∂  la dérivée de X par rapport à un paramètre (peu importe lequel, il n'y a pas d'ambiguïté). 

 

A sera hermitienne, elle est donc diagonalisable par transformation unitaire U, ce que l'on peut 

écrire :  
+Λ= UUA  

 

d'où l'on déduit :    ∏
=

=Λ=
Ki

iA
,1

λ  

On supposera que les valeurs propres  { }
Kkk ,1=λ  sont des fonctions dérivables des paramètres, 

alors :  

[ ]Λ∂Λ=

∂
Λ=

Λ∂Λ=Λ∂=∂

−

=
∑

1

,1

TrA

LnA

Kk k

k

λ
λ

 

 

On obtient donc le résultat :  [ ]Λ∂Λ=∂ −1TrALn  

 

mais on a :   

( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( )[ ]UUUAAUAUUUAUTrTr

UAUUAUAUU

UAU

AUU

∂+∂+∂=Λ∂Λ

∂+∂+∂=Λ∂

=Λ

=Λ

+−++−+−

+++

−+−

+

111

11

 

 

En utilisant la propriété d'invariance de la trace d'un produit par permutation circulaire de ses 

termes, on peut simplifier :  

[ ] ( ) ( ) ( )[ ]UUAAUUTrTr ∂+∂+∂=Λ∂Λ +−+− 11  

 

Cette dernière résultant de l'unitarité de la matrice U. 

 

Finalement :  [ ]AATrALn ∂=∂ −1  

• Calcul de 1−∂A  

 

De l'égalité IAA =−1   on tire ( ) 011 =∂+∂ −− AAAA   soit : ( ) 111 −−− ∂−=∂ AAAA  
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Annexe 2 : Densité Complexe Circulaire 

 

On s'intéresse ici aux distributions statistiques de vecteurs à K composantes complexes.  

 

IR XiXX +=  

 

En toute rigueur, il s'agit dans ce cas de la distribution du vecteur réel à 2K composantes 

réelles : 









=

I

R

X

X
ξ  

Par abus de langage, on parlera cependant de la densité de probabilité de X  plutôt que de celle 

de ξ . 

 

Lorsque ξ  est gaussien, de moyenne µ  et de matrice de covariance C, sa densité de probabilité 

peut s'écrire :  

( ) ( ) ( )




 −−−= −−
µξµξπξ 12/1

2

1
exp2 CCp

T
 

 

Si l'on introduit dans cette expression la partition en partie réelle et imaginaire ( )IR XX ,  on 

aura :  









=

I

R

m

m
µ   et   








=

IIIR

RIRR

CC

CC
C  

 

{ }RR XEm =   et  { }II XEm =  

( )( ){ }T

RRRRRR mXmXEC −−=  

( )( ){ } T

IR

T

IIRRRI CmXmXEC =−−=  

( )( ){ }T

IIIIII mXmXEC −−=  

 

On introduit alors la propriété de circularité qui est une condition sur la structure de la matrice 

de covariance C.  

ACC IIRR ==   et  BCC RIIR =−=  

  

Autrement dit, la matrice C se met sous la forme :  








 −
=

AB

BA
C  

 

On rencontre ce type de symétrie dans les applications qui font intervenir la transformée de 

FOURIER (représentation spectrale). 

 

 

 

L'intérêt de cette symétrie provient du fait que l'on peut exprimer la densité de probabilité de ξ  

en fonction des quantités : 
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( ) ( )( ){ }+−−=+=Γ

+=

+=

mXmXEiBA

mimm

XiXX

IR

IR

2

 

  

Le résultat se met sous la forme compacte suivante :  

 

( ) ( ) ( )[ ]mXmXXp −Γ−−Γ= −+− 11
expπ  

 

ce que l'on note simplement  ( )Xp . 

Cette formule n'est pas difficile à mémoriser puisqu'on l'obtient à partir de l'expression de ( )ξp  

initiale en y remplaçant tous les facteurs 2 par 1 . 

 

On va tout d'abord calculer C  en fonction de Γ . 

Si Γ  (Hermitienne) est diagonalisée sous la forme : +Λ=Γ UU  on aura  ∏
=

=Λ=Γ
Ki

i

,1

λ  

Si l'on pose IR iUUU +=  (matrice unitaire)  

( ) ( ) ( )
( ) ( )T

IR

T

RI

T

II

T

RR

T

IRIR

UUUUiUUUU

iUUiUUiBA

Λ−Λ+Λ+Λ=

−Λ+=+=Γ 2
 

  

on en déduit A et B en fonction de U, Λ et, de même, on pourra écrire :  

T

RI

IR

RI

IR

UU

UU

UU

UU

AB

BA
C 







 −

















Λ

Λ








 −
=







 −
=

2
0

0
2  

 

La matrice  






 −
=

RI

IR

UU

UU
V  est orthogonale, et donc K

TT IVVVV 2==  

 

On en déduit  

22

22

Γ
=

Λ
=C  d'où  

12/1
2

−−
Γ= ππC  

 

On pourra de même calculer ( ) ( )µξµξ −− −1

2

1
C

T
 

 

On utilise pour cela le calcul de matrice 1−C  

 

La matrice 1−C  aura la même structure circulaire que C. 

 

En effet, posons :  






 −
=−

UV

VU
C 1 , on aura 








=







 −







 −
=−

I

I

UV

VU

AB

BA
CC

0

0
1  

 

Soit  IBVAU =−  et  0=+ BUAV  
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On en déduit que, ( )iBA +=Γ 2   alors, ( )iVU +=Γ −

2

11  

 

Puisque  ( )( ) ( ) ( )BUAViBVAUiVUiBA ++−=++=ΓΓ−1  

 

Finalement :  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )mXmX

mXUmXVmX

mXVmXUmX

mX

mX

UV

VU
mXmXC

IIRR

T

II

IIRR

T

RR

II

RRT

II

T

RR

T

−Γ−=

−+−−+

−−−−=









−

−







 −
−−=−−

−+

−

1

1

2

1

2

1

,
2

1

2

1
µξµξ

 

  

En bref, on a démontré que :  

12/1
2

−−
Γ= ππC et   ( ) ( ) ( ) ( )mXmXC

T −Γ−=−− −+− 11

2

1
µξµξ  

 

En conclusion,  

( ) ( ) ( )[ ]mXmXp −Γ−−Γ= −+− 11
expπξ  

 

et, plutôt que de parler de ξ , on écrira ( )Xp au lieu de ( )ξp  

Les vecteurs complexes circulaires ont quelques propriétés sympathiques, curieuses au premier 

abord. 

 

On supposera 0=m , donc { } Γ=+
XXE  et  { } 0=T

XXE  

 

En effet  { } ( )( ){ } ( ) ( ) 0=++−=++= RIRIIIRR

T

IRIR

T
CCiCCXiXXiXEXXE   

d'après la condition de circularité. 

 

Un cas particulier intéressant est celui où K=1, ( )CX ∈ . La densité de probabilité de z=x+iy 

est :  

( ) ( )













−=

−

2

2

12 exp
σ

πσ
z

zp avec { } 02 =zE   et  { } 22 σ=zE  

Les conditions de circularité s'écrivent :  

 

( ) ( )
2

2σ
== yVarxVar   et  { } 0=xyE  

 


